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从一道数学试题的命制过程
分析数学核心素养的考查方法

王志刚 阮 飞

安徽省阜阳市教研室 236031 安徽省太和中学 236600

［摘 要］ 数学评价必将从“能力立意”转变为“素养立意”． 怎样在试题命制过程中渗透数学核心素养，怎样用

核心素养的观点分析评价试题是现代教学需要着重思考的问题．
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襛 引言

时代变化了， 教育的要求变了，呼

唤核心素养的出现． “核心素养是新课

标的来源，也是确保课程改革万变不离

其宗的‘DNA’，考试评价的方 式 和 内 容

正在悄然地改变，围绕发展学生的核心

素养的教育评价体系正在逐步形成，未

来三到五年的数学考试评价必将从“能

力立意”转变为“素养立意”．

襛 正文

数 学 核 心 素 养 是 具 有 数 学 基 本 特

征的、适应个人终身发展和社会发展需

要的人的关键能力与思维品质. 数学核

心素养是数学课程目标的集中体现，是

学 生 在 数 学 学 习 的 过 程 中 逐 步 形 成 的 .
数学核心素养包括三个方面，六个关键

词：用 数 学 的 眼 光 观 察 世 界 ，发 展 数 学

抽 象、直 观 想 象 素 养 ；用 数 学 的 思 维 分

析世界，发展逻辑推理、数学运算素养；
用 数 学 的 语 言 表 达 世 界 ， 发 展 数 学 建

模、数据分析素养. 核心素养很重要，这

一点估计没人会反对. 但问题是， 很多

老师不知道如何去操作落实，这是摆在

我们老师面前的现实问题. 林崇德教授

给 出 这 样 的 指 导 意 见 ：“核 心 素 养 具 有

可 教、可 学 的 外 显 部 分 ，同 时 也 存 在 无

声、无形但可感、可知的内隐部分. 前者

能 够 在 特 定 的 情 境 下 通 过 一 定 的 方 式

表现出来，因此能够有效地对其进行定

量 的 测 评……”基 于 此 ，笔 者 在 试 题 的

命制过程中进行了一些尝试.
一、题目名称

导 数 的 几 何 意 义 和 函 数 不 等 式 证

明问题.
已知函数f（x）=ex，g（x）=ln（x+a）.
（Ⅰ）当a=2时，求曲线y=g（x）在点（－1，

g（－1））处的切线方程；

（Ⅱ）当a≤2，x∈（－a，+∞）时，证明：

f（x）>g（x）；

（Ⅲ）已知e
－

4
7 － 4

7
<0，e

－
5
9 － 5

9
>0，当

坌x∈（－a，+∞），f（x）≥g（x）恒成立时，估

计实数a最大值的近似值（精确到0.1）．
二、题目分析

1. 试题的命制思路分析

此题是基于数学情境命制的试题，

试 题 素 材 来 源 于 教 材 中 导 数 的 几 何 意

义，背景是函数f（x）=ex在x=0处和u（x）=
lnx在x=1处的泰勒展开式.

第 （Ⅰ）问 直 接 考 查 导 数 的 几 何 意

义.由于函数f（x）=ex和u（x）=lnx互为反函

数，且f（x）在（0，1）处 的 切 线m和u（x）在

（1，0）处的切线n平行，把n和u（x）向左平

移2个单位就得到m和g（x）=ln（x+2）. 因

此引入参数a，构造新函数g（x）=ln（x+a）.

控 制 参 数 a的 取 值 范 围 可 保 证 f （x ）>
g （x），于 是 抽 象 出 第（Ⅱ）问 . 通 过 几 何

画板演示发现参数a有最大值，最大值是

多少呢？（笔者注：我们猜想这个最大值

与欧米伽常数有关）通过探索发现高中

知识很难解决这个问题，于是给出相关

数据，改为求参数a最大值的近似值.
2. 考查目标分析

本题在较复杂的数学情境下考查函

数图像在某一点处的切线与函数导数的

关系，即导数的几何意义，考查导数公式

和导数运算法则、函数最小值、导数、函

数零点的概念， 考查考生灵活运用导数

工具借助已知数据去分析问题、 解决问

题的能力， 综合考查考生的逻辑推理能

力、运算求解能力、推理论证能力以及转

化与化归、数形结合的思想.
3. 试 题 设 问 及 解 答 过 程 中 涉 及 的

数学核心素养分析

（1）逻辑推理和数学运算素养

逻 辑 推 理 是 指 从 一 些 事 实 和 命 题

出发，依据逻辑规则推出一个命题的思

维 过 程，主 要 包 括 两 类 ：一 类 是 从 特 殊

到一般的推理， 推理形式主要有归纳、
类比； 一类是从一般到特殊的推理，推

理形式主要有演绎. 数学运算是指在明

晰运算对象的基础上，依据运算法则解

决 数 学 问 题 的 过 程 ，主 要 包 括 ：理 解 运

算对象，掌握运算法则，探究运算方向，
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选 择 运 算 方 法，设 计 运 算 程 序 ，求 得 运

算结果等.
第（Ⅰ）问的设计面向全体考生，要

解决这个问题，考生要具备毕业水平的

逻辑推理素养：在对曲线切线的概念充

分 理 解 的 基 础 上，由 分 析 法 知 ，需 要 求

切点坐标和切线的斜率；还要具备毕业

水平的数学运算素养：准确应用导数公

式 和 求 导 法 则 进 行 导 数 运 算 就 可 以 求

切点坐标和切线的斜率，再写出切线的

点斜式方程.
解答过程：（Ⅰ）当a=2时，g（－1）=0，

g′（－1）=1，
故曲线y=g（x）在点（－1，g（－1））处的

切线方程为y=x+1.
（2）数学建模和直观想象素养

数 学 建 模 是 对 现 实 问 题 进 行 数 学

抽 象，用 数 学 语 言 表 达 问 题 、用 数 学 知

识与方法构建模型解决问题的过程，主

要包括：在实际情境中从数学的视角发

现 问 题 、提 出 问 题 ，分 析 问 题 、构 建 模

型，求解结论，验证结果并改进模型，最

终解决实际问题. 笔者认为也应包括构

造 新 的 数 学 模 型 解 决 数 学 问 题 的 过 程 .
直 观 想 象 是 指 借 助 几 何 直 观 和 空 间 想

象感知事物的形态与变化，利用图形理

解和解决数学问题的过程， 主要包括：
借助空间认识事物的位置关系、形态变

化 与 运 动 规 律；利 用 图 形 描 述 、分 析 数

学 问 题；建 立 形 与 数 的 联 系 ；构 建 数 学

问题的直观模型，探索解决问题的思路.
解 答（Ⅱ）问 时 要 把 f（x）>g（x）转 化

为h（x）min>0，能 测 试 学 生 高 考 水 平 的 数

学 建 模 素 养 和 数 学 计 算 和 逻 辑 推 理 素

养: 在求解过程在发现不易判断h′（x）=

ex－ 1
x+a

的 正 负 号 ，得 不 到h（x）的 单 调

性，但借助图形可以发现当a≤2，x∈（－a，
+∞）时ex－ln（x+a）≥ex－ln（x+2），借 助 放

缩 法 把 问 题 转 化 为 证 明ex－ln （x+2）>0.
这就考查了学生的直观想象、数学运算

和逻辑推理的素养．
（Ⅱ）的解答过程如下：
令h（x）=f（x）－g（x）=ex－ln（x+a）.
当 a≤2，x∈（－a，+∞）时 ，ex－ln （x+

a）≥ex－ln（x+2）．
要证当a≤2，x∈（－a，+∞）时，f（x）>

g（x），
只需证明当a=2时，h（x）>0.

接下来有三种常规的方法：
解法一：由于方程h′（x）=0的根无法

求 出 ， 利 用 零 点 存 在 定 理 估 值 得 到 ：

h′ （x）=0在 定 义 域（－2，+∞）上 有 唯 一 实

根x0，且x0∈（－1，0），再利用指、对数式的

互换简化h（x）的最小值h（x0）=
1

x0+2
+x0，

由 不 等 式 的 性 质 得 到 结 果 h （ x0 ） =
（x0+1）2

x0+2
>0. 此 法 要 求 考 生 具 有 高 考 水

平的数学运算和逻辑推理素养.
当a=2时， h（x）=ex－ln（x+2），h′（x）=

ex－ 1
x+2

在（－2，+∞）上单调递增.

又h′（－1）<0，h′（0）>0，故h′（x）=0在

定义域（－2，+∞）上有唯一实根x0，且x0∈
（－1，0）.

当x∈（－1，x0）时， h′（x）<0，h（x）是

减少的；当x∈（x0，+∞）时， h′（x）>0，h（x）
是 增 加 的 ；所 以h（x0）是 函 数h（x）=ex－
ln（x+2）的最小值.

由h′（x0）=0得ex0= 1
x0+2

，即ln（x0+2）=

－x0，

故h（x）≥h（x0）=
1

x0+2
+x0=

（x0+1）2

x0+2
>0.

综上，当a≤2，x∈（－a，+∞）时，h（x）>
0，即f（x）>g（x）．

解 法 一 的 策 略 和 考 查 点 之 间 的 关

系以及所需核心素养，可以用图1表示.
解 法 二 ：利 用 数 形 结 合 ，当a=2时 ，

画 出 函 数 f（x）=ex、g（x）=ln（x+2）的 大 致

图像和第（Ⅰ）问的直线y=x+1，易于发现

函数f（x）=ex在点（0，f（0））处的切线方程

也 为y=x+1. 此 法 要 求 学 生 具 有 高 考 水

平的直观想象和逻辑推理素养.
过程如下：
如 图2，当a=2时 ，曲 线 y=f（x）在 点

（0，f（0））处的切线方程也为y=x+1.

x
O

y

1

-1 1

-1

y=ex

y=x+1

y=ln（a+x）

2

图2
易 知 当 x∈（－2，+∞）时 ，f （x）≥x+

1≥g（x），
又两个等号不能同时成立，所以f（x）>

g（x）．
综上，当a≤2，x∈（－a，+∞）时，f（x）>

g（x）．
解 法 二 解 题 的 策 略 和 考 查 点 之 间

的关系以及所需核心素养， 可以用图3
表示.

解法三：借助课后习题中的两个 重

要不等式，简洁自然，其背景为函数f（x）=

ex在x=0处 的 展 开 式 ：ex=1+x+ x2

2！
+ x3

3！
+

…+ xn

n！
+Rn（x）和 函 数u（x）=lnx在x=1处

的展开式：

逻辑推理 分析问题

逻
辑
推
理

解
决
问
题

数学抽象

放缩法 特殊化

数学建模

构造函数

数学运算

估值 放缩

含参

不等式

不含参

不等式

函数

最值

导数

问题转化一 转化二 转化三

基础知识 基本技能

数学运算

图1 求解第（Ⅱ）问解法一的核心素养
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lnx=（x－1）－ （x-1）2

2
+ （x-1）3

3
+… +

（－1）n+1 （x-1）
n

n
+Rn（x）. 此解法法要求学

生 具 有 高 考 水 平 的 数 学 运 算 和 逻 辑 推

理素养.
过程如下：
由ex≥x+1（当且仅当x=0时取等号）

和x+1≥ln （x+2）（当且仅当x=－1时取等

号）知：ex>ln（x+2）.
又当a≤2，x∈（－a，+∞）时，x+2－（x+

a）=2－a≥0，即x+2≥x+a>0，
结合函数y=lnx为（0，+∞）上的增函

数知ln（x+2）≥ln（x+a）（当a=2时取等号），
所以ex>ln（x+a），即f（x）>g（x）.
（3）数据分析素养

数 据 分 析 是 指 针 对 研 究 对 象 获 得

相关数据，运用统计方法对数据中的有

用信息进行分析和推断，形成知识的过

程，主 要 包 括：收 集 数 据，整 理 数 据 ，提

取信息， 构建模型对信息进行分析、推

断，获得结论.
第 （Ⅲ）问 测 试 学 生 拓 展 水 平 的 数

学 建 模 素 养 ：先 把 f （x ）>g （x ）转 化 为

h （x）min>0，后 构 造 函 数u（x）=e-x－x求 实

数a最大值的近似值；测试考生拓展水平

的 数据分析素养：分析数据e
－

4
7 － 4

7
<0，

e
－
5
9 － 5

9
>0， 得到u－47 －<0，u－59 －>0，从

而利用两边夹思想估值.

解答过程如下：
解法一：由（Ⅱ）知，当a≤2，x∈（－a，

+∞）时，f（x）>g（x）．
当a≥3，x∈（－a，+∞）时 ，f（0）=1<

g（0）=lna，不符合题意．
当2<a<3，x∈（－a，+∞）时，h（x）=ex－

ln（x+a），h′（x）=ex－ 1
x+a

在（－a，+∞）上 单

调 递 增 . 又h′（－1）= 1
e
－ 1
a－1

<0，h′（0）=

1－ 1
a
>0，

故h′（x）=0在 定 义 域 （－a，+∞）上 有

唯一实根x0， 且x0∈（－1，0），ex0= 1
x0+a

，即

ln（x0+a）=－x0.
当x∈（－a，x0）时，h′（x）<0，h（x）是减

少的；
当x∈（x0，+∞）时 ，h′（x）>0，h（x）是

增加的；
所 以h（x0）是 函 数h（x）=ex－ln（x+a）

的最小值.

故h（x）≥h（x0）=
x2

0 +ax0+1
x0+a

≥0，即

x2
0 +ax0+1≥0，即a≤－－x0+ 1

x0
－.

易 知h（x0）=0时，a取 最 大 值a0，此 时

得

ex0=ln（x0+a0），

ex0= 1
x0+a0

－
－
－－
－
－
－
－
－

，
解得

a0=-－x0+ 1
x0
－，

ex0+x0=0

－
－
－－
－
－
－
－
－ .

记 增 函 数 u （x）=e -x－x，u （－x0）=0，
－x0∈（0，1），

又u－47 －=e
－

4
7 － 4

7
<0，u－59 －=e

－
5
9 －

5
9
>0，

所 以
5
9
<－x0<

4
7
， 则2.32< 65

28
<a0=

－－x0+ 1
x0
－< 106

45
<2.36，

所以实数a最大值的近似值为2.3.
本 问 概 括 的 策 略 和 考 查 点 之 间 的

关系以及所需核心素养，可以用图4表示.

逻辑推理 分析问题

逻
辑
推
理

解
决
问
题

数学抽象

放缩法 特殊化

直观想象

数形结合

数学抽象

特殊化

含参

不等式

不含参

不等式

函数

图像

导数几何

意义转化一 转化二 转化三

基础知识 基本技能

数学运算

图3 求解第（Ⅱ）问解法二的核心素养

逻辑推理 分析问题

逻
辑
推
理

解
决
问
题

数学建模

构造函数

数学运算

导数研究函数

数学运算

分离变量

含参

不等式
函数最值 最值估计

转
化
一

基础知识 基本技能

数学运算

图4 求解第（Ⅲ）问的核心素养

数学分析

两边夹 估值

函数最值
转
化
二

转
化
三

函数零点

（下转第 12 页）
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解法二：由（Ⅱ）知，实数a的最大值

a0≥2.
由 函 数 f（x）图 像 是 下 凸 的 和 函 数

g（x）图 像 是 上 凸 的，知 函 数 f（x）图 像 在

函数g（x）图像上方时，恒有f（x）>g（x）.
故 当 两 函 数 图 像 相 切 时 ， f （x）≥

g（x）恒成立，且实数a取最大值a0.

设切点为P（x0，y0），此时两函数在点

P处的切线重合，

则
f（x0）=g（x0），

f′（x0）=g′（x0）
≥

，
即

ex0=ln（x0+a0），

ex0= 1
x0+a0

≥
≥
≥≥
≥
≥
≥
≥
≥

，

解得
a0=-，x0+

1
x0
，，

ex0+x0=0

≥
≥
≥≥
≥
≥
≥
≥
≥ .
记函数u（x）=e-x－x，则u（－x0）=0.
函数u（x）为减函数，且u（1）<u（－x0）=

0<u（0），所以－x0∈（0，1）.

又u，47 2=e
－

4
7 － 4

7
<0，u259 2=e

－
5
9 －

5
9
>0，

所 以
5
9
<－x0<

4
7

， 则2.32< 65
28

<a0=

－，x0+
1
x0
2< 106

45
<2.36，

所以实数a最大值的近似值为2.3.

襛 题目拓展

把第（Ⅲ）问改为:当坌x∈（－a，+∞），

f（x）≥g（x）恒成立时，估计实数a最大值

的近似值（精确到0.1）．
要 解 答 这 个 问 题 就 需 要 考 生 具 有

拓展水平的数学运算、数学建模和数据

分析素养.
解答如下：

先证e
－

4
7 － 4

7
<0:

因为，2452162
3
=，1+ 29

2162
3
<，1+ 30

2202
3
=

，1+ 3
22 2

3
=1+ 9

22
+ 27
22×22

+ 27
22×22×22

<

1+ 9
22

+ 27
22×22

+ 3
22×22

= 178
121

< 180
120

= 3
2
<

54
35

，

即，245216 2
3
=，7×354×54 2

3
< 54
35

，

所以，74 2
3
< 54
35 ，5435 2

3
=，27×47×10 2

4
，

所以，74 2
7
<，2710 2

4
<e4，

所以e
－

4
7 － 4

7
<0.

再证e
－

5
9 － 5

9
>0.

因为，87 2
4
=，1+ 1

7 2
4
=1+C1

4

1
7
+C2

4

1
72

+

C3

4

1
73

+C4

4

1
74

>1+C1

4

1
7
= 11

7
> 14

9
，

又，8170 2
4
>，87 2

4
> 14

9
，

所以
98

704
×9× 144

55
> 14

9
×9× 144

55
，

即，95 2
9
>，145 2

5
=2.85>e5，

所以e
－

5
9 － 5

9
>0.

下同原题第（Ⅲ）问的解法.
从以上分析可以看出，在解答本 题

时 起 决 定 作 用 的 是 逻 辑 推 理 、 数 学 建

模、直 观 想 象、数 学 运 算 和 数 据 分 析 五

大 核 心 素 养 ． 在 将 新 问 题 转 化 为 旧 问

题， 复 杂 问 题 转 化 为 简 单 问 题 的 过 程

中， 数学核心素养起着重要的作用，而

知 识 和 技 能 只 有 在 具 体 求 解 时 才 能 发

挥作用．
数学核心素养虽划分为三个方面，

六 个 关 键 词，但 它 们 既 有 独 立 性 ，又 相

互交融， 形成一个有机整体. 用数学的

眼光观察世界， 即人从外界输入信息；
用 数 学 的 思 维 分 析 世 界 ， 即 人 处 理 信

息；用 数 学 的 语 言 表 达 世 界 ，即 人 输 出

信息.

（上接第 8 页）

更 宽 阔 的 视 野 去 认 识 古 代 文 明 的 数 学

成就.
（3）培 养 学 生 的 数 学 建 模 能 力（从

具体背景中提炼出数学信息，用数学符

号来表示，将实际问题转化为数学问题

的能力）. 数学符号是世界通用的语言 .
数学符号展现了数学的简洁美.

本节课是一堂公式教学课，在推导

公式的过程中，抓住了两个重要思想：从

特殊到一般的探究思想，及从一般到特

殊的化归思想. 从特殊到一般设计了三

个问题链：
问题1：1＋2＋…100＝？
问题2：1+2+3+…+n =？
问 题3：如 何 求 等 差 数 列 ｛an｝的 前n

项和Sn=a1+a2+a3+…+an.
一 般 到 特 殊 的 化 归 思 想 揭 示 了 本

节 推 导 等 差 数 列 前 项 和 公 式 的 思 想 精

髓：将“不 相 同 的 数 求 和”化 归 为 “相 同

数的求和”. 这中间，穿插了三段古今中

外、不 同 时 空 的 数 学 史 材 料 ，使 得 在 较

好地完成教学目标的同时，丰富了数学

课堂. 数学教学过程中，课堂气氛异常活

跃，学生参与度极高. 数学史激发了学生

学习数学的兴趣，对学生的人格成长产

生了启发作用. 不同时空数学思想的对

比有利于拓宽学生的视野，培养学生全

方位的认知能力和思考弹性，也让学生

了解了数学的多元文化的意义.
数学特级教师冯斌老师在评课中肯

定了本节课的设计与教学效果. 但她同

时指出，与另一节同课异构的课相比较，
这节课少了点“数学味”. 冯老师提出了

一点思考：数学文化渗透的适度问题.
数 学 史 融 入 数 学 教 育 是 一 项 大 的

课 题 . 如 何 将 数 学 史 融 入 数 学 教 学，主

要 有 两 种 方 法：一 是 直 接 法 ，即 历 史 材

料 的 直 接 利 用 . 二 是 注 入 历 史 的 教 学

法———发生教学法. 简单地说，就是“借

鉴 历 史 设 计 一 个 话 题 的 教 学 方 法”. 本

堂 课 所 采 用 的 就 是 直 接 利 用 历 史 材 料 .
在一节40分钟的课中用什么历史材料，
怎么用，用在哪里，用多少时间，使得这

节课是既有历史味，又有数学味的数学

课，值得我们大力思考和研究.
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